Exos Suites et Intégrales
Soit la suite (I,,) définie sur N par :

]n—/ 22 1In" zdz.
1

1. Montrer que cette suite converge et calculer sa limite.

2. Trouver une relation de récurrence entre [,,.1 et [,,. En déduire que

I, ~—.
n

3. En écrivant I, = £ + o (%) trouver le developpement limité de I,, & 'ordre 2, i.e. une

3n
relation de la forme :
e
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Correction :

1. Montrons que : Vo € [1,¢] : Inz < 2.

Soit la fonction ¢ définie sur I = [1,¢] par ¢ () = £ — Inz. ¢ est dérivable sur I et
¢ (r) =1 -1 =2 < 0sur . ¢ est donc décroissante sur I et comme p(e) =0on a:

Vo e [l,e: Ej ) > 0 d’ou l'inégalité.

T

On a donc, pour tout = de [l,e] : 0 < Inz <2 = 0 < In"z < (g)n pour tout entier
n. En multipliant par 22 et en intégrant entre 1 et e on obtient : 0 < I, < [[2?(%)"dz. Or

e _ e +2 1 n+3 € 1 n+3_1 o 3 1 .
NG ) de = = [[ 2" Pde = 5 |:3;L+3i|1_e_"|:en+3 }—ne—%—m. Comme cette suite
tend vers 0 on en deduit, d’apres le théoreme de ’étau, que .

2. Intégrons 1,11 = [, 2?In"*' zdz par partie en posant u = In"*' z (donc v’ M)
et v\ = 2? (v = x—;), les fonctions u et v étant de classe C' sur I = [1,e]. On obtient :

3 .
S - ”—“I , pour tout entier naturel n.

|23 q.n+l € nt+l re z3Iln"x : _
I = [? In""x T Ji E2Edz, soit | Iy =

Comme (I,) tend vers O (In41) aussi donc & — 22, — 0, soit (n+1)I, — €* d'on

3
I, ~ =

3

e
P . Comme +1N ° on a donc : I, ~ =

L1 3
On en déduit : I, = 5= — nil nite Or I ~ ==

o donc L=< < (14 0(1)), soit

I = —+o() On a donc : In:n—H—niH<§ %) _nn+1)+0( )
63
nZ

Or nil = n(fj%) - %(1 %—FO(%)) - % - + 0(#) et n(?le-i-l) = n2(31€i%) =
(1+o0(1)) g—l—o(#),somIn—é—%—%vLo(#),donc ]n:§_%3+0(#)_




