
SR3 Algorithme de Babylone
L�objectif de ce problème est de présenter deux suites de nombres rationnels convergeant

vers
p
2 puis de comparer leur vitesse de convergence.

Les parties I et II sont totalement indépendantes.

Partie I. Première suite
On considère les suites réelles (pn) et (qn) dé�nies par p0 = q0 = 1 et pour tout entier n :

pn+1 = pn + 2qn

qn+1 = pn + qn

1. a. Montrer que pour tout n 2 N, les nombres pn et qn sont entiers strictement positifs.
b. Justi�er que 8n 2 N; pn � qn.

On dé�nit une suite réelle (un) en posant pour tout n 2 N : un = pn
qn
.

2. a. Exprimer un+1 en fonction de un.
b. Justi�er que :

8n 2 N;
���un+1 �p2��� � p

2� 1
2

���un �p2��� :
c. En déduire que la suite (un) converge vers

p
2 et une majoration de

��un �p2�� en
fonction de n et

��u0 �p2��.
Trouver à la calculatrice un entier n à partir duquel on a

��un �p2�� < 10�10.
Partie II. Deuxième suite
Soit f la fonction dé�nie par f (x) = 1

2

�
x+ 2

x

�
. On considère la suite réelle (vn) dé�nie par

v0 = 1 et 8n 2 N; vn+1 = f (vn) = 1
2

�
vn +

2
vn

�
.

3. Montrer que pour tout n 2 N, vn est un nombre rationnel de l�intervalle [1; 2].

4. Véri�er que pour tout n 2 N : vn+1 �
p
2 =

(vn�
p
2)
2

2vn
, puis que

��vn+1 �p2�� � (vn�
p
2)
2

2
.

5. En déduire de la question précédente que :

8n 2 N;
���vn �p2��� � 1

22n�1

���v0 �p2���2n .
Conclusion pour la convergence de (vn) ?

6. Trouver à la calculatrice un rang à partir duquel on a :
��vn �p2�� < 10�10.

Comparer la vitesse de convergence des deux suites.[ex4.2012]

Correction : Partie I. Première suite
1. a. Récurrence facile.
1. b. On a p0 � q0. Si n � 1 on a pn = pn�1 + 2qn�1 � pn�1 + qn�1 = qn.
2. a. Pour tout entier naturel n on a : un+1 =

pn+1
qn+1

= pn+2qn
pn+qn

; en divisant numérateur et

dénominateur par qn (6= 0) on obtient : un+1 = 2+pn=qn
1+pn=qn

, soit un+1 = un+2
un+1

.

2. b. Pour tout entier naturel n on a : un+1 �
p
2 = un+2

un+1
�
p
2 = un+2�

p
2un�

p
2

un+1
, soit

un+1 �
p
2 =

(1�
p
2)un�

p
2(1�

p
2)

un+1
=
(1�

p
2)

1+un

�
un �

p
2
�
.

Or 1 + un � 2, donc
��un+1 �p2�� = p

2�1
1+un

��un �p2�� � p
2�1
2

��un �p2��.
1



2. c. Par une récurrence facile on déduit de l�inégalité précédente : 8n 2 N; 0 ���un �p2�� � �p2�12 �n ��u0 �p2��.
Comme 0 <

p
2�1
2
< 1, on a

�p
2�1
2

�n
�! 0.

D�après le théorème de l�étau on a :
��un �p2�� �! 0, soit limun =

p
2 .

Comme u0 = 1 on a
��u0 �p2�� = ��1�p2�� < 1, donc

��un �p2�� � �p
2�1
2

�n
pour tout

entier naturel n. Pour avoir
��un �p2�� < 10�10, il su¢ t donc d�avoir : �p2�12 �n

< 10�10. A la
calculatrice on obtient n � 15.
Partie II. Deuxième suite
3. Soit Pn la proprité : "vn 2 Q et vn 2 [1; 2]".
Comme v0 = 1, la propriété P0 est vraie.

Supposons la propriété Pn vraie pour un entier �xé n. On a vn+1 = vn
2
+ 1
vn
2 Q (car vn 2 Q).

De plus : 1 � vn � 2, d�où 1 � 2
vn
� 2. En ajoutant membres à membres : 2 � vn+ 2

vn
� 4,

d�où 1 � 1
2

�
vn +

2
vn

�
� 2, soit 1 � vn+1 � 2. La propriété Pn+1 est donc vraie.

Conclusion : la propriété est initialisée à n = 0 et héréditaire donc pour tout entier naturel
n on a vn 2 [1; 2].

4. Pour tout n 2 N : vn+1 �
p
2 = 1

2

�
vn +

2
vn

�
�
p
2 = v2n+2�

p
2vn

2vn
=
(vn�

p
2)
2

2vn
.

Comme vn � 1 on a 1
vn
� 1, donc

��vn+1 �p2�� � (vn�
p
2)
2

2
.

5. Soit Pn la proprité : "
��vn �p2�� � 1

22
n�1

��v0 �p2��2n".
Comme 1

22
0�1 =

1
20
= 1, la propriété est vraie au rang n = 0.

Supposons la propriété Pn vraie pour un entier �xé n. D�après 4/ on a :
��vn+1 �p2�� �

(vn�
p
2)
2

2
, et d�après l�hypothèse de récurrence :

��vn �p2�� � 1
22n�1

��v0 �p2��2n, donc ��vn+1 �p2�� �
1
2

��vn �p2��2 � 1
2

�
1

22
n�1

�2 ���v0 �p2��2n�2 = 1
2
: 1

22n+1�2
:
��v0 �p2��2n+1, soit ��vn+1 �p2�� � 1

22n+1�1
:
��v0 �p2��2n+1 .

La propriété Pn est donc vraie au rang n+ 1.

Conclusion : la propriété est initialisée à n = 0 et héréditaire donc pour tout entier naturel
n on a

��vn �p2�� � 1
22
n�1

��v0 �p2��2n.
6. D�après l�inégalité précédente, pour avoir

��un �p2�� < 10�10 il su¢ t que . 1
22n�1

��v0 �p2��2n <
10�10, soit 1

22n�1

��1�p2��2n < 10�10.
A la calculatrice on trouve : n � 4.
Il semble que la suite (vn) converge plus vite que (un) vers

p
2.
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