Algorithme de Babylone

L’objectif de ce probléme est de présenter deux suites de nombres rationnels convergeant
vers /2 puis de comparer leur vitesse de convergence.

Les parties I et II sont totalement indépendantes.

Partie I. Premiére suite

On consideére les suites réelles (p,,) et (g,) définies par py = gy = 1 et pour tout entier n :

Pn+1 = pn+2Qn
Gn+1 = Pn+ Qn

1. a. Montrer que pour tout n € N, les nombres p,, et ¢, sont entiers strictement positifs.

b. Justifier que Vn € N, p,, > q,.
On définit une suite réelle (u,) en posant pour tout n € N : u, = IZ—".
2. a. Exprimer u,,; en fonction de u,,.

b. Justifier que :

Vn € N,

2—-1
un+1_\/§}§\/_2

un_ﬂ).

c. En déduire que la suite (u,) converge vers V2 et une majoration de ‘un -2 ’ en
fonction de n et ‘uo — \/5‘

Trouver & la calculatrice un entier n & partir duquel on a |u, — v/2| < 10710
Partie II. Deuxiéme suite

Soit f la fonction définie par f (z) = % (x + %) On consideére la suite réelle (v,,) définie par
1

vo=1etVn € N,v, 1 = f(vy) = 5 (vn—kl)

Un

3. Montrer que pour tout n € N, v, est un nombre rationnel de l'intervalle [1,2].

2 2
4. Vérifier que pour tout n € N : v, — /2 = %, puis que ‘vnﬂ — \/§| < M

5. En déduire de la question précédente que :
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Conclusion pour la convergence de (v,,) 7
6. Trouver a la calculatrice un rang a partir duquel on a : }vn —V2 ! < 10719,

Comparer la vitesse de convergence des deux suites.[ex4.2012]

Correction : Partie I. Premiére suite

1. a. Récurrence facile.

1. b. Onapy > qo. Sin>1onap, =pp1+2¢1 > Pn1+ 1= G

2. a. Pour tout entier naturel n on a : u, g = ott = Pet2dn. o divisant numérateur et

dn+1 Pntqn ’
p . . . _ 24pn/an : _ upt2
dénominateur par g, (# 0) on obtient : w,; = ;4 e SOt [ Up gy = 32 |

2. b. Pour tout entier naturel n on a : w41 — V2 = w2 _ /2 = M, soit

un+1 un+1
1—v2)un—v2(1-v2 1—v2
un+1_\/§: ( )un+1< ) = (1+un) (un_\/ﬁ)

Or 1+ u, > 2, donc |un+1 - \/5} = ¥2-1 ‘U/n — \/§| < @ ‘Un — \/§|

1+un

1



2. c¢. Par une récurrence facile on déduit de l'inégalité précédente : Vn € N0 <
o= V2] < (452) fuo — V2.

Comm60<@<1,ona<@> — 0.

D’apres le théoréme de 1’étau on a : ‘un — \/§| — 0, soit |limu,, = V21|
Comme uy = 1 on a ‘uo—\/g‘ = ‘1—\/5‘ < 1, donc ‘un—\/ﬂ < (‘/52_1>n pour tout

entier naturel n. Pour avoir |u, — v/2| < 10719, il suffit donc d’avoir : V2-1) 10710, A Ja
2

calculatrice on obtient n > 15.

Partie II. Deuxiéme suite

3. Soit P, la proprité : "v, € Q et v, € [1,2]".

Comme vy = 1, la propriété Py est vraie.

Supposons la propriété P, vraie pour un entier fixé¢ n. On a v,,41 = %+ % € Q (car v, € Q).

Deplus: 1 <wv, <2,doul< U% < 2. En ajoutant membres & membres : 2 < v, + % <4,
doul< % (vn + %) < 2, s0it 1 <wv,q1 < 2. La propriété P, est donc vraie.

Conclusion : la propriété est initialisée & n = 0 et héréditaire donc pour tout entier naturel
non a v, € [1,2].

2
4. Pour tout n € N : v, — V2 = 3 (vn + l) /2 = w2V (vn=v2) )

Un 2vun, 2vnp,
1 (Un_\/ﬁ)Q
Comme v,, > 1 on a o <1, donc |vn+1 - \/5‘ <.
5. Soit P, la proprité : "‘vn — \/§| < 22”%1 ‘vo — \/§’2n".

Comme 220%1 = 2% = 1, la propriété est vraie au rang n = 0.

Supposons la propriété P, vraie pour un entier fixé n. D’aprés 4/ on a : |vn+1 -2 ‘ <
2
@, et d’aprés ’hypothése de récurrence : |’Un — \/5‘ < 22%1 !vo - \/§|2 , donc |Un+1 — \/5‘ <
2 2 2m 2 ontl 2
o= V2 < 4 (i) (= V2 ) = bt 0 = VR soit o — V2] < g oo — V2]
La propriété P, est donc vraie au rang n + 1.
Conclusion : la propriété est initialisée & n = 0 et héréditaire donc pour tout entier naturel

n on a ‘vn — \/§| < 22%1 }UO — ﬁ‘gn

6. D’aprés I'inégalité précédente, pour avoir |u, — v2| < 1070 il suffit que . 52— [vo — V2 }QH <
10719, soit iy [1 — v2|" < 1071,

A la calculatrice on trouve : n > 4.

Il semble que la suite (v,) converge plus vite que (u,) versy/2.



