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Le but de I'exercice est de calculer I'intégrale I = / wdm.

0o 1—x

On pourra utiliser le résultat suivant : la suite (u,,) définie pour tout entier naturel non nul
n

1 2
n par u, = Z - converge vers — (voir probléme précédent).
p k 6
1. Montrer que pour tout entier n > 2 et tout réel « de |0, 1] :

xln () " In ()

l1—=x

l =zln(z) +2*In(z) +... + 2" 'n(z) +
—x

1
2. Soit I = / 2% 1n (x) dz pour k € N*. Montrer que cette intégrale est bien définie et que

0
pour tout entier naturel non nul k£ on a :

1

L =—.
T (k1)

1
(on commencera par calculer I (a) = / 2% 1n (x) dz avec a réel de lintervalle |0, 1]).

xn (z)
1

3. Montrer que la fonction x ——

se prolonge en une fonction continue sur [0, 1].

En déduire qu’il existe un réel M tel que :
1
"1
/ 2" 1In () i
o l—=x

1
"]
Que peut-on dire de la suite (z,,),,-, définie par z,, = / xl no)
> 0 —

1
rln(x

4. Déduire des questions précédentes la valeur de I = / 1—()
0o 1—=x

Vn € N,

dx ?
dz.

Correction : 1. S, = zln(x) + 2?In(x) + ... + 2" 'In(z) est la somme d’'une suite

phhr @) ot o ln (x) +

géométrique de raison = et de premier terme zIn (z) donc S, -

?In(x)+ ...+ 2" 1In(x) = ””11%(5) — %nff) ce qui donne la relation indiquée.

2. On a limz"*In (z) = 0 donc la fonction f; :  — ¥ In (x) se prolonge par continuité en

z—0
0 en posant f, (0) = 0 et fi, (r) = 2¥In(z) si z € ]0,1]. On a alors I, = fol fr (z) dx qui est
bien définie car f; est continue sur [0, 1].

Pour a € )0, 1] on intégre par parties I (a) = fl 2% 1n (x) dz en posant

{u—mm;w—wx

a r_ k. _ .Z'k+1
) U= U=
k+1 k41
, 1 . |z In(z) 1 1 _ _a In(a)
(u et v étant de classe C' sur [a,1]) : I (a) = [—k+1 ]a w1 Jo atde = T
1 (1=akt!
k+1 k+1 ’
Comme a*™1n (a) — 0, on a lim/ (a) = ——1— = I} |
a—0 a—0 (k+1)

3. Soit ¢ : & — xllnT(f) On a lin(1)<p () = 0 (car lirr(l)xln () = 0) et en posant v =

14 h,o(x) = w PR —1 donc ¢ se prolonge par continuité en 0 et en 1 en posant



©(0) =0et (1) = —1. La fonction ainsi prolongée est continue sur [0, 1] (quotient de fonctions
continues sur |0, 1]).

Cette fonction est donc bornée sur [0,1] : IM € R/Vz € [0,1], |p (z)] < M.

1
dr = / 2" 1P (v)] du.

0
1
Comme 0 < 2" |@ (x)| < Ma" ! pour z € [0, 1] il vient en intégrant entre 0 et 1 : / 2" P (z)| dx <
0
1
/ " ln(x)dl“ <M
1—2 — n |
0

Comme la suite M /n converge vers 0 la suite (z,,) tend vers 0 (théoréme de I’étau).

z" In(x)

On a, pour tout entier naturel n # 0 : ‘ / 2 (@) g | <

0

1
M/ 2" de =M [%]é = % Finalement : | Vn € N*|
0

4. En intégrant les deux membres de la relation du 1/ on obtient, pour tout entier n > 1,

grace a la linéarité de l'intégrale : [ = ! % r = folxln (x)dx + fol 2?In(x)dr + ... +
n—1

fol 2" 1In (z d:v+f1 xnln(x)dx soit [ = Z TapE + o d’apres 2/, oul=1— Z L+, =
k=1 k=1

1—u, + x,.

1
Comme la suite (z,,) tend vers 0 (3/) et que ln}rl Up = —2 il s’ensuit que | [ = / mln <I>dx =1-2|
n— 0 — X




